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On considere la suite numérique (u,) définie sur N par :

it 3
A — —Euf,+3un—5 pour tout ne N

Partie A : Conjecture
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2. En programmant a la calculatrice la fonction f définie par f(x) = —Exz +3x— > on obtient :
23 383

383
= =fl=]==2299219et 1y = =fl—|=2,
us = f(up) f( 8 ) e 99219 et uy = f(u3) f(128) 2,99997

3. On peut conjecturer que la suite (1,) est croissante et qu’elle converge vers 3.

Partie B : Validation des conjectures

On considere la suite numérique (v,,) définie pour tout entier naturel r, par : v, = u, — 3.

10 3 = 9
1. vn+1=un+1—3:—Eun+3un—5—3:—5un+3un—§

il 1 1 g
e == u,21—6u,,+9donc—§v,21=~—E(ufl—6un+9):—Eui+3un—§= Usal

= 1
On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, vy = — S vfl.

2. Soit 27, la propriété -1 < v, < 0.
* po=1up—3=2-3=-1donc -1 < vy £ 0; la propriété est vraie au rang 0.
e Supposons la propriété vraie au rang p > 0, c’est-a-dire —1 < v, <0.
: L5
On sait que, pour tout p, Vp+1 = = Us.

2)
p

Donc —1 < vp11 <0 et donc la propriété est vraie aurang p + 1.

1 il 1
-1< v <0=0< y%élz—ié—zv <0=>—E§Up+1<0

e La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire; donc elle est vraie pour tout entier
naturel n.

PourtoutndeN,ona:-1<v, <0
> 1 1
3. a. Pour tout entier naturel n: v,41 — vy = - vf, —Un=—Un (E Uy + 1)

b. Pour tout n, v, < 0donc —v, > 0.

e 3 | Sl 1
Pourtoutn,—l<vngodonc—ggzv,IgOetdonc—givn+1<1;donc§vn+1>0.
—Un=0 1
1 :—v,,(—vn+1)>()<=>vn+1—vn>0
Evn+1>0 2

Pour tout 1, v,41 — Uy > 0, donc la suite (v,) est croissante.
4. La suite (vy) est croissante et majorée par 0 donc, d’apres le théoréme de la convergence mono-
tone, la suite (v,,) est convergente.

I
5. On note ¢ limite de la suite (v,,). On admet que £ € [—1; 0] et vérifie I'égalité : £ = —522.
1l
On résout I'équation x = - x* dont £ est solution :

1
x=—zx2 — 2x+x2=0 < x2+x) =0 < x=0o0ux=-2

Mais on sait que £ € [—1; 0] donc ne peut pas correspondre a x = —2.
Donc ¢ = 0 et la limite de la suite (v,) est0.

6. La suite (v,) est croissante et, pour tout n, u, = v, +3; donc on peut dire que la suite (u,) est
croissante.
La suite (v,,) est convergente vers 0 donc, d’apres les théoremes sur les limites, on peut dire que
la suite (u,) est convergente vers 3.
Les conjectures faites dans la partie A sont donc validées.




Partie A T Bl 5
On considere I'algorithme suivant :
Variables : k et p sont des entiers naturels
u est un réel
Entrée : Demander la valeur de p
Traitement : | Affecter a u la valeur 5
Pour k variantde 1 a p
Affecter & ula valeur 0,5u+0,5(k—1)—1,5
Fin de pour
Sortie : Afficher u
valeur de k il
valeur de u 5 1 -0,5
On obtient en sortie : —0,5.
Partie B
Un+1 =0,5u, +0,5n—1,5.
1. Algorithme modifié :
i

Variables : k et p sont des entiers naturels
u est un réel
Entrée : Demander la valeur de p

Traitement : | Affecter a ula valeur 5

Pour k variantde 1a p

Affecter a u la valeur 0,5u+0,5(k—1)—1,5
Afficher u

Sortie : Fin de pour

2. Puisque uy > uz la suite (u,) n'est pas décroissante, du moins pas avant le
rang 4.

3. Initialisation On vient de voir que 1, > us : la relation est vraie pour n = 3.
Heérédiré On suppose qu'il existe un naturel p tel que w41 > up.
D’ot 0,5up11 > 0,5u, ; D’autre part: p+1> p=0,5(p+1) >0,5p d’ou par
somme des ces deux derniéres inégalités :
0,5up+1 +0,5(p+1) >0,5up +0,5p et en ajoutant —1,5 a chaque membre :
0,5up+1+0,5(p+1)—1,5>0,5u;, +0,5p—1,5 s0it Up+2 > Up+1 : larelation est
vraie aurang p + 1.
On a donc démontré que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3,
Un+1 > Up Ce qui montre que la suite (u,,) est croissante a partir du rang 4.

4. Pour tout naturel n,on a:
Un+1 = 0,1141-0,1(n+1)+0,5 =0, L 141 -0, 1n+0,4 = 0,1 (0, 5u, +0,5n— 1,5)—
0,1n + 0,4 = 0,05u, +0,05n - 0,15 -0,1n + 0,4 = 0,05u, — 0,051 + 0,25 =
0,5(0,1u, —0,1n+0,5) = 0,5V, : la suite (v,) rdy donc géométrique de rai-
son 0,5.
Le premier terme est :

9=0,1x5-0,1x0+0,5=1.
1
On a donc pour tout naturel n, v,=1x0,5"=0,5" = —
5. Onav,=0,1u,-0,1n+0,5 < 0,5"=0,1u,-0,1n+0,5 < 10x0,5" =
Up—n+5 <= u,=10x0,5" + n—>5.

6. Comme -1<0,5<1,0ona lim 0,5" =0etcomme lim 7 = +o00, onadonc
n—+oo n—+oo

lirP up = +oo. La suite (1) ne converge pas.
n—+oo




