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1. La fonction f est définie sur 7 car —4 ¢ [. Elle est dérivable sur / en tant que fonction
rationnelle et pour tout = € I :
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Puisque f’ est strictement positive, f est strictement croissantesur /. . =~~~
< £ { / <]
On en déduit que pour tout z € I, on a f(z) € I. ecarn_ [_ill_)- 4| C_.L_U}:j - é@o-’ﬂ) :i_fl"‘/‘_"}
2. On procede par récurrence sur n.
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e Pourn=0,0na:u,=0¢€ I et la propriété est vérifiée.

e Supposons que pour un entier n donné on ait u, € I . Nous savons que un+1 = f (uy,) et
en appliquant la résultat de la question précédente, nous obtenons u,1 € I.

e Conclusion : pour tout n > 0, on a u, € I .

3. (a) Représentation graphique.
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(b) On peut conjecturer que (u,) est croissante et convergente vers 1 .
(c) Calculons la différence :

= 3u, + 2 Sup +2—uZ —4du, —ul-u,+2 (1—uy,)(u,+2)
n Sl — = lUn = — =
o Uy + 4 U, +4 U, + 4 U, + 4

Puisque pour tout n , on a 0 < u, < 1, on en déduit u,; — u, = 0. Par conséquent la
suite (u,) est croissante.




(d) La suite (uy) est croissante et majorée par 1 : elle est donc convergente vers un réel (.
De plus 0 € u, € 1 implique 0 <1< 1 = S
(e) Nous savons lim u,4q = limu, = [.

D’autre part f est continue sur I et en appliquant le théoreme sur la limite de la
P N composée d’une suite et d'une fonction continue, on obtient : lim f (u,) = f(I) .

On en déduit [{ = f(I) | Résolvons cette équation :
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Cette équation a deux solutions évidentes : 1 et -2 .

Puisque [ € I, nous en déduisons .

4. (a) On calcule v,4 en fonction de v, :

- B e Sup +2—(ug+d) Qug—2 _g.un—lzg.v
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Donc (v,) est géométrique de raison B
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(b) On a vy = 2 = —— et d’aprés le cours |v, = —= - (—) ;

u+2 2 2 A5
(¢) On remarque d’abord : v, =1 — s S < =1
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On en déduit : u, +2 = = Yy = —2= 3
1—wv, l.—v, 1—wv,
PSR, 1-@)"
D’ou le résultat : |u, = ——>%5 |-
1+3-3)
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(d) Sachant —1 < R <1,onalim (5) = 0 et les théorémes usuels sur les limites nous

permettent de conclure que .




