
On considère la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oo I par f1a; = 5 - --= -
x + 2

t .  ï ,  (x) -o-  
0(x l2)  -1 "  t  = - :==> 0sur  [0;  +oo[ .

(x+z)z (x+2)z
Donc la fonction / est strictement croissante sur [0; +oo [.

2. On résout dans [0; +ooI l'équation f(x) = x :

_ 4 5(x+2) -  4-  x(x +2)
J\x1 =: ;  :  J-  

**2= 
x :  - - - - - - - r r r / -  =u : = S

3.

4.

Sx+Lo-  4 -  x2  -2x

x .+2
- *  +3x+6

:  ,  , * Z  
= 0 < -  - * + 3 x + 6 = O e t x + 2 + O

On résout -xz +3x+6 = Q; tr =.9-4 x 6 x ({) = 33 >g

[æs solutions sont donc 
-3 - v33 - 3 + v33 

", 

3 - v33 
.- 2 2 2

Cette der:xième solution est négative donc I'unique solution de Téquation f @) = x dans I'inter-
3+ y'33

va l l e  [ 0 ;+oo [es t  
"= ï  

=4 ,37 .

On considère la suite ( a") définie p ar lti = I et, pour tout entier naturel fl, ttn+r = f (uà .
Sur la flgure de annexe l, on place les points Mo, Mt et Mz d'ordonnée nulle et d'abscisses res-
pectives u4, u1 et uz;vofupage7.
On peut conjecturer que la suite (zn) est croissante et converge vers d.

a. Soit 9" la propriété 0 ( u" ( un+r {. d.

. Pour n = 0, un = th = I êt unal = q = f (uù = U - 
#,= 

11 ; de plus u = 4,37.

I I
On a 0 ( 1 ( ; ( a ce qui veut dire que la propriété est vraie au rang 0.

J

. On suppose la propriété vraie au rang p ) 0, autrement dit : 0 ( up { up+r { a.
On sait d'après la question 1. que la fonction / est strictement croissante sur [0; +oo [;
donc: 0 ( up ( up+r ( s - f(0) { 1@)(f(up+r) (f(a)

ft0) = 3 ) A, f @p) = up+r et f {up+r) = ttp+2.
De plus, a est solution de l'équation /(x) = x donc f @) = a.
On a donc 0 ( up+r < up+z ( a ; on peut dire que la propriété est waie au rcng p + I.

. [â propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire ; donc la propriété est vraie pour tout
entier naturel n.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n,O { un ( un+t ( û.

b. Pour tout n, un { u2a1 donc la suite {un) est croissante.
Pour tout tt, un { c donc la suite (un) est majorée par e.
Donc, d'après le théorème de la convergence monotone, la suite (ur) est convergente.

Pour tout entier naturel n, on définit la suite {Sr) par Sz = i or = W * ut + "' + un.
k=0

â .  5 6 =  n o = L ; S 1  = u s *  u r = I + ! = ! * + , A 7- 3 3

Sz= uo*  u14 u2= St *  u2 ,  y1r=  [ (uù= r (+)  =  E  don"  t ,  =  
T  

.#  = f l  =  B ,eGo donc

c. On sait que la suite (ar) est croissante donc, pour tout n de l\, un 2 tto.
Or a6 = l, donc, pourtout n, un2 l et doncSn - uo* ut+,..+ ttn) n+I.
Ot ,$p*, * 1 = +oo donc, d'après les théorèmes de comparaison sur les limites :
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ut
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J.

lim 52 = aco
n-+æ
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. ' i  1
4-,&y: [. Nous avons une équation de degré2, à coeffrcients rée]s. On va donc calculer

le discriminant A du trinôme du second degré.
L,= 42 -  4x I  x  16 = 16-4 x 16 = -3 x 16 = -48.

Le discriminant étant strictement négatif, l'équation admet deux solutions

complexes conjuguées, qui sont: 21 =

22=f i=-2+zi \ / i .
Présentons maintenant ces nombres sous leur forme exponentielle, en com-

onpeut doncécr i re :  21 = 4"{} . ; ' f l  =n'  | r* . t+ ' l
t 4  4 l  \2  2  J

Un argument de Zr seradonc un angle dont le cosinus 
"r, I et le sinus est

- \ / 5 .  f t  4 n  .  - 2 n
-f , donc n * 

, 
= 

f dont la mesure principale est ;:.
La forme exponentielle de Z1 estdonc : 21 = !s#, et puisque Z2 est^le

conjugué de 21, d'après les propriétés des modules et argumen ts Zz = 4eff .
liéquation admet donc deux solutions, qui sous leurs formes exponentielles

sonT :  Zy=4e4  e tZz=4eT .

2. Si aa pour module 2 et pour a-rgument 
{, 

aotr a = 2ei et donc, d'après les

propriété du module et des argumeits, a2 = 22ezx+ , donc on a az - 22 et
donc la forme algébrique de a2 est-2+2i\/5.
Le nombre a est donc une solution à l'équation dont on parle dans cette

-4 - i\/48 -4- 4i\/3
= -2-2 i t /3  et

2 2

mençant par calculer le module de Z1'. lZll =
4.

question. Ilautre solution sera donc -a, car {-a)z = a2, donc si a est une
solution, -a en sera une aussi. On va donc présenter les deux solutions sous
forme algébrique, comme demandé:

," [1 ..,Âr
a=2e î  =z * l  l * i +  I  =  I  + i y 'S  e r -a .= - l  + i  x  ( -Vs l

\ 2  2 l

3. Soient fi et z2deuxnombres complexes. Il existe donc quatre nombres réels
xr i lt I xz et yztels que zr = xr+iy1 et zz = xz *ilz.
Onaalors z1z2= (x1+iy.)(x2+iy) 

.,= xrx2 + rx|yz + r!1x2 + r- ytyz
= (xrxz- h!z) +i(x1Y2+ xzli

Comme les nombres 11, xz, yr et yz sont réels, alors on peut définir les nombres
xs = lctriz* !ùz et y3 = xlyzt xzlt, qui sont réels également.
On a donc écrit le produit z1z2 aons la forme xs * iy3, où x3 et y3 sont des
nombres réels, donc le conjugué de z1z2 est:.

f if i= 1çr-iyu= (hxz- ytyù-i(xtyz+ xzti.
Par ailleurs, calculons le produit :â a = (rr - iyr) x {x2 - iy2)

4 zz= x1x2-ix1y2-iyzxt + ?1)zyryz= {xyx2- hyù -i(nyz+ x2yù =422

Nous avons donc démontré que pour deux nombres complexes quelconques

zr  e l  zz,  on a:4 â = zr  4.
La seconde propriété sera démontrée par récurrence. Posons, pour tout en-

tier naturel n non nul la propriété 9r, gd dit que pour tout complexe z, on
t-\ n

a z r = l z )

Initinlisation: Pour n = l, on a zt = z, donc7 =2 = 
â" 

* propriété gL est

donc uraie.
Hérédité :Pour un entier k naturel non nul, on suppose waie la propri;té 9*,

c'est à dÛe que I'on suppose que pour tout complexe z, on a 
"* 

= 
l"J .

On souhaite maintenant démontrer que si cette propriété est waie, alors la
propriété suivante doit être waie aussi.

Soit z un nombre complexe. On s'intéresse donc à zk+r. On a zk*L = zk x z,

4 q n c , _
z k + l = z k x z

= zk x z application de la propriété précédente.

= (Z)k *V parhypothèse derécurrence.
r-r ft+I= lZ)--' ce qui constitue la propriété 9ya1.

Nous avons donc démontré que si la propriété 9p est waie, cela implique
que 9pa1l'est également : la propriété est héréditaire.
Conclusion: La propriété est waie au rang 1 et est héréditaire, donc, on peut

donc dire que pollI tout entier n naturel non nul, et pour tout nombre com-
t-\n

plexe z, ona zn = 
lrJ .



4. Soit a une solution de l'équation (,9), cela signifie que l'on a : z4 + 422 + 16 = 0.

Vérifions maintenant si le conjugué de a est une solution de l'équation :

t +q-* +rc =V + f,Z +ta dernière propriété démontrée.

=V + +22 + tA première propriété démontrée
sachant que 4 = 4, car 4 est réel.

=24 +1;416 sommedesconjugués.
= 0 car z est solution de (E).
-0 car0estréel,doncestsonpropreconjugué.

On a établi à la question 2. que les nombres 4 et -a sont tels que az = Zz et
(-a)2 = Zz.
Comme par ailleurs on a dit que 22 est solution de l'équation Z2 +42+16= O,

cela signifie que (a2)2 + + (d) + rc =0, donc que a4 + 4a2 + 16 = 0, donc a est

solution de (.8') et de la même façon, -c est aussi une solution de cptte équa-

tion
En appliquant la propriété démon{rée au début de cette question, on en dé-

duit que les nombres Z et = sont également des solutions à cette équation.
Nons avons donc 4 solutions à l'équation, qui sont distinctes : a' = I + ir/5;
- a = - | - itÆ ; â = | - irf3 et4 = - t + it/-3, donc puisqu'il y a au maximum 4
solutions à l'équation, celle ce ne peut avoir d'aufre solution que celles trou-
vées, et donc Léquation (-E) a été résolue.


