On consideére la fonction f définie sur I'intervalle [0; +oo[ par f(x) =5— ——
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Donc la fonction f est strictement croissante sur [0; +oo[.

>0 sur [0; +ool.

On résout dans [0; +oo[ I'équation f(x) =
4 5(x+2)—4—x(x+2) 5x+10-4— x> —2x
F—t< -6 x> =0 =0
xX+2 x+2 x+2
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Onrésout —x*> +3x+6=0; A=9-4x6x (—1) =33>0.
=3 -¥33 -3 +v33 : 3-v33
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Cette deuxiéme solution est négative donc I'unique solution de I'équation f(x) = x dans l'inter-

3+v33
2

=0 —x>+3x+6=0etx+2#0

Les solutions sont donc

valle [0; +oo[esta =

=~4,37.

. On considere la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, un+1 = f (Un).

Sur la figure de annexe 1, on place les points My, M; et M, d’ordonnée nulle et d’abscisses res-
pectives uy, u; et uy ; voir page 7.
On peut conjecturer que la suite (u,,) est croissante et converge vers a.

. a. Soit &, la propriété 0 < u, < Up+1 < A.

4 11
e Pourn=0, unzuﬁzletu,,+1=u1=f(uo)=5—m=?;deplusa=4,37.

Onal0<1< % < a ce qui veut dire que la propriété est vraie au rang 0.
* On suppose la propriété vraie au rang p > 0, autrement dit: 0 < up < Up1 < a.
On sait d’apres la question 1. que la fonction f est strictement crmssante sur [O +ool[;
donc: 0 < up < upy <a= f(0) < fup) < fups) < f(@)
f0) =320, f(up) =up+1 et f(upi1) = Upso.
De plus, a est solution del’équation f(x) = x donc f(a) =«
On adonc 0 < up+1 < Upi2 < a; on peut dire que la propriété est vraie au rang p + 1.
¢ La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire ; donc la propriété est vraie pour tout
entier naturel 7.
On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < Up41 < @
b. Pour tout n, u, < u,+1 donc la suite (i) est croissante.
Pour tout n, u, < a donc la suite (u,) est majorée par a.
Donc, d’apres le théoréme de la convergence monotone, la suite (u,) est convergente.

n
Pour tout entier naturel 7, on définit la suite (S,) par S, = Z Up=ug+uj+--+up.

k=0
il 14
a,SO=u0=1;SI:u0+u1:1+?=?z4,67
S SR flun) f(u) i i ena
= = Up; Up = i) = —_= e onc
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S» = 8,96.
b.~On complete I'algarithme donng.en annexe-2 ypour quil afﬁchexlg somine 5,, 'peug la Vasl@ur
de Bentier rrde‘fnand\éeé\l’utz]isateur ;\Qir page 7\ o+ N >
c. On sait que la suite (u,) est croissante donc, pour tout ndeN, u, > ugp.
Or ug =1, donc, pour tout n, u, > letdonc S, =up+uy +...+up > n+1.
Or nllrpm n+ 1= +oo donc, d’apres les théorémes de comparaison sur les limites :

lim S, =+0c0
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Nous avons une équation de degré 2, a coefficients réels. On va donc calculer

le discriminant A du trinéme du second degré.

A=42-4x1x16=16—4x16=-3x16=—48.

Le discriminant étant strictement négatif, I'équation admet deux solutions

-4-iy/48 -4-4iV3
e

complexes conjuguées, qui sont : Z; = =-2-2iV3et
Zy=7,=-2+2iV3.
Présentons maintenant ces nombres sous leur forme exponentielle, en com-

mengant par calculer le module de Z; : | Z;] =1/ (-2)2 + (—2\/§)2 =Vv4+12=

4.

-2 .—2\/5) (—1 .—\/5)
:4X >

On peut donc écrire: Z; =4 x | — +i —+i
4 B 2 2

=
Un argument de Z; sera donc un angle dont le cosinus est = et le sinus est

_\/§ T —27

47
s donc 7 + e dont la mesure principale est —.

; —2in ;
La forme exponentielle de Z; est donc : Z; = 4¢3, et puisque Z est le
conjugué de Z;, d’apreés les propriétés des modules et arguments : Z, = 45
Léquation admet donc deux solutions, qui sous leurs formes exponentielles

—24; i

sont: Z; = 4e73" et = 4esz.

i T i
Si a a pour module 2 et pour argument - alors a=2e7 et donc, d’apreés les

propriété du module et des arguments, a® = 22¢2*5, donc on a a? = Z, et
donc la forme algébrique de a® est -2+ 2iv/3.
Le nombre a est donc une solution a I'équation dont on parle dans cette

question. Lautre solution sera donc —a, car (—a)?> = @, donc si a est une
solution, —a en sera une aussi. On va donc présenter les deux solutions sous
forme algébrique, comme demandé :

i i3 3
a=2es =2x (5 +i‘/7_) =1+iV3et—a=-1+ix(-V3).

Soient z; et zp deux nombres complexes. Il existe donc quatre nombres réels
X1; V1; X2 et Yo tels que z; = x3 +iy; et 2o = Xp +iy».
On a alors z12p = (X3 +iy1) (2 +iy2)

= x1x2 +ix Y2 +iy1xe + )1 ye

= (12— y1y2) +i(xa1y2 + X2 y1)
Comme les nombres x3, X2, y1 et y2 sontréels, alors on peut définir les nombres
X3 = X1X2— Y1 Y2 €t y3 = X1 Y2+ X2 J1, qui sont réels également.
On a donc écrit le produit z; z, sous la forme x3 +iy3, oi1 x3 et y3 sont des
nombres réels, donc le conjugué de z; z, est :
Z122 = x3—1y3 = (X122 — y1¥2) —i(x1y2 + X231)-
Par ailleurs, calculons le produit : z; z; = (x1 —iy1) % (x2 —iy2)
Z1 2= X1 X —ix1 Yo —iyexs + (2312 = (xe — y1y2) —ila Y2 + %2 y1) = 2122
Nous avons donc démontré que pour deux nombres complexes quelconques
z1etzy,ona:z 22 = z212z.
La seconde propriété sera démontrée par récurrence. Posons, pour tout en-

tier naturel 7 non nul la propriété £, qui dit que pour tout complexe z, on
azi=(z) .

Initialisation : Pour n=1, on a z! = z, donc ZA=z= (;]1 : la propriété 27, est
donc vraie.

Heérédité : Pour un entier k naturel non nul, on suppose vraie la propriété 2,
c’est a dire que I’on suppose que pour tout complexe z, on a Zk = (E) k.

On souhaite maintenant démontrer que si cette propriété est vraie, alors la
propriété suivante doit étre vraie aussi. e

Soit z un nombre complexe. On s'intéresse donc a z*1. On a il ot

donc:
zk+1=zkxz

=zkxz application de la propriété précédente.

=(2)*xz parhypothese de récurrence.

={z] k+1 e qui constitue la propriété P, .
Nous avons donc démontré que si la propriété 2, est vraie, cela implique
que Py, I'est également : la propriété est héréditaire.
Conclusion : La propriété est vraie au rang 1 et est héréditaire, donc, on peut
donc dire que pour tout entier n naturel non nul, et pour tout nombre com-

oA —\
plexe z,ona z" = (z) :



s TR - Sy

4. Soit z une solution de I'équation (E), cela signifie que 'on a: z* +4z%+16 = 0.
Vérifions maintenant si le conjugué de z est une solution de I'équation :
2t 4472 +16 =24 +422+16 derniére propriété démontrée.
=ZA+4722+16 premiére propriété démontrée
sachant que 4 = 4, car 4 est réel.

=2z*+4z2+16 somme des conjugués.

=0 car z est solution de (E).
=0 car 0 est réel, donc est son propre conjugué.

On a établi 4 la question 2. que les nombres a et —a sont tels que a*=Zet
(—a)? = 2.

Comme par ailleurs on a dit que Z; est solution de I'équation Z24+47+16=0,
cela signifie que (a2)° +4(a?)+16 =0, donc que a* +44* +16 =0, donc a est
solution de (E) et de la méme facon, —a est aussi une solution de cette équa-
tion.

En appliquant la propriété démontrée au début de cette question, on en dé-

duit que les nombres a et —a sont également des solutions a cette équation.
Nous avons donc 4 solutions  'équation, qui sont distinctes : a = 1+iv/3;
—a=-1-iV3;a=1-iV3et=a=—1+iy3, donc puisqu'il y a au maximum 4
solutions a I’équation, celle ce ne peut avoir d’autre solution que celles trou-
vées, et donc I'équation (E) a été résolue.



